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Rigid Folding of Generalized Waterbomb Origami Tubes 
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Abstract：The accurate theoretical description of the folding motion of origami structures is the foundation for their design and precise 
control in engineering applications. However, the folding behavior of most general origami structures is very difficult to analyze 
because of the lack of theoretical model and analysis methodology for the complex mobile assemblies of spherical linkages. This paper 
focuses on the widely-used Waterbomb origami tubes. Based on the kinematics and compatibility of spherical linkages, the rigid folding 
behavior of generalized Waterbomb tubes was systematically analyzed with analytical kinematics equations to describe their rigid 
contract and twist motion. The effect of various geometrical parameters on the rigid folding behaviour, bifurcation property as well as 
physical blockages of the Waterbomb origami tube was studied. This work lays a theoretical foundation for the design and control of 
programmable metamaterials, deformable structures, and robots based on Waterbomb origami tubes, while such kinematic model can 
be readily applied to other origami patterns. 
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1  组成与几何参数 
如图 1a 所示，广义 Waterbomb 单元包括四条
位于对角线上的谷折痕(虚线)和两条共线的山折痕
(实线)，且所有折痕相交于一个顶点[17-19]，其中 a是
该单元长度的一半， 和  是该单元的设计角度。
将多个这样的 Waterbomb 单元(浅灰)并排组成一行，
并将相邻行的 Waterbomb 单元(深灰)错开半个排列，
可形成如图 1b 所示的 Waterbomb 折纸纹路，其中，
m 和 n分别是组成该折纸纹路的单元层数和每层的
单元数。将该折纸纹路的两个竖直边粘连并按折纹
折叠，可获得如图 1c 所示的 Waterbomb 折纸管。
由图 1b 可以看出，Waterbomb 折纸管存在三类不同
的六折痕顶点，分别为图中圆圈标记的 Ai，Bi和 Ci，
其中 i是 Waterbomb 单元所在层的编号。 
 
图 1  Waterbomb 折纸管的几何设计参数与模型折叠过程 
图 1d 给出了一般 Waterbomb 折纸管模型的运
动过程，其中纸模型的设计参数为 5m = ， 6n = ，

















的 折 叠 二 面 角 分 别 为
,i j ， ,Bi j 和 ,Ci j
( 1, 2, ..., 6j = )。 
 











系，如图 3 所示， kz 轴沿着关节 k方向， kx 轴沿着
1kz − 轴和 kz 轴的法线方向且由 1kz − 指向 kz ， ky 轴由
右手定则确定。几何参数 ( +1)k k 为 kz 轴与 1kz + 轴间
的夹角，正方向与 1kx + 轴一致。运动变量 k 为关节
k处的转动角，即 kx 轴到 1kx + 轴的夹角，正方向与 kz
轴一致。由此可建立球面六杆机构的闭环方程，即 
 21 32 43 54 65 16 3=Q Q Q Q Q Q I  (1) 
其中，变换矩阵 ( 1)k k+Q 为 
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Q  (2) 
式中，s 和 c分别为正弦函数 sin 和余弦函数 cos 的
简写，后文亦同。该变换矩阵可将第 1k + 个坐标系
中的表达转换到第 k 个坐标系中，且当 1 6k +  ，取
1k + 为 1。 
 
图 3  球面机构的 D-H 建系法及参数 
如图 2a 所示，球面六杆机构 Asi的几何参数为
23 56 π 2
A A  = = − ， 12 34 45 61
A A A A    = = = = 。根据
面对称条件，该机构的运动变量
, ( 1, 2, ..., 6)i j j = 存
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  (3b) 
将运动变量
,i j 和二面角 ,i j 间的关系代入公式(3)，
即 ,1 ,1πi i = − ， ,2 ,2πi i = + ， ,3 ,3πi i = + ，
,4 ,4πi i = − ， ,5 ,5πi i = + ， ,6 ,6πi i = + ，可得 
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  (4a) 
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  (4b) 
 ,5 ,3i i = ， ,6 ,2i i =  (4c) 
如图 2b 所示，面对称球面六杆机构 Bsi的几何
参 数 为 12 61 π
B B   = = − − ， 23 56
B B  = = ，
34 45
B B  = = ，且其运动变量 , ( 1, 2, ..., 6)Bi j j = 有
以下关系 
 ,5 ,3Bi Bi = ， ,6 ,2Bi Bi =  (5a) 
将式(5a)代入式(1)，可得 
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  (5c) 
对于球面六杆机构 Bsi，其运动变量 ,Bi j 和二面角
,Bi j 间的关系为 ,1 ,1πBi Bi = − ， ,2 ,2πBi Bi = − ，
,3 ,3πBi Bi = + ， ,4 ,4πBi Bi = − ， ,5 ,5πBi Bi = + ，
,6 ,6πBi Bi = − 。将此关系代入式(5)中，可得球面机
构 Bsi中各二面角间的运动关系为 
 ,5 ,3Bi Bi = ， ,6 ,2Bi Bi =  (6a) 
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  (6b) 
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  (6c) 
同理，图 2c 所示的面对称球面六杆机构 Csi中
各二面角间的运动关系为 
 ,5 ,3Ci Ci = ， ,6 ,2Ci Ci =  (7a) 
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  (7b) 
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,3 ,6 ,1 ,1 ,2 ,2 1,4 ,1 1,3 ,3, , , ,Bi i Ci i Ci Bi i Bi i Ci         + += = = = =
  (8) 
式(8)适用于整个 Waterbomb 折纸管。由式(4)、(6)～
(8)可知，此时该结构仅满足运动假设条件①、②，
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  (9) 
Waterbomb 折纸管的三维图及 0 层在赤道面上
的投影如图4所示，其中 0 0 0 0B P A P⊥ ， 0 0 0 0B P A P ⊥ ，
0P 为垂足。E 和 E 为 0 层单元竖直边的中点。由于










 = ，可知 
 0,1 =  (10) 
式中， 为以 A0为顶点的单元中两个最大三角形面








+ =  (11) 
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对于球面机构 Bs0 
 
0,4 0,1 0,3 0,5 0,6 0,6 0,2
2π
, , ,B B B B B
n












s( + )(c tan s c )
2
{s ( + )(c tan s c )
2
+s [c s( +2 )tan c
2
s c( +2 )tan s( +2 )s ]
2
















    

    

    







































s (s c c s c )
c s s
tan
2 s [s( + )s c c( + )s s
c( + )c c c ] c [s( + )c
+c( + )s c ]





     
  
        
        











  (12b) 
对于球面机构 Cs0 
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对于球面机构 As1 
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  (12d) 
对于球面机构 Bsi 
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对于球面机构 Csi 
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对于球面机构 As(i+1) 
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其中间层完全收缩构型(图 5a)，此时球面机构 Bs0 处












 =  (13) 
 
图 5  Waterbomb 折纸管径向收缩运动的极限位置 
其次，由于Waterbomb折纸管折叠时呈骨头状，
故径向收缩运动的另一极限为其最顶层完全展开构
型(图 5b)，此时第(m‒1)/2 层上所有 Waterbomb 单
元上方的对角顶点构成一个边长为 2a 的 n 边形，
且
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度非线性， 0,1 至多有三个解。因此，Waterbomb 折
纸管刚性径向收缩运动的两个极限值中， 0,1min 为
式(14)中 0,1 解的最小值与式(13)中 0,1 值相比的较
大值，而 0,1max 为式(14)中 0,1 解的最大值。 

















以 6n = ， o40 = ， o35 = 的 Waterbomb 折纸
管为例，当 3m = 时，由式(13)～(15)可求得其刚性
折叠范围为 o o
0,160 120.6  ，此时 ,4Bi 和 ,1i
( 0,1i = )与 0,1 间的运动关系如图 6 所示，其中 i～
v 为 0,1 取不同角度时对应的管子构型，构型 i 对应
管子中间层完全折叠状态，即 0,4 0B = ，构型 v 对




图 6  3m = ， 6n = ， o40 = ， o35 = 的 Waterbomb 折
纸管的运动曲线及构型 
若取 6n = ， o45 = ， o40 = ，当 3m = 时，由
式(13)～(15)可求得 Waterbomb 折纸管的刚性折叠
范围为 o o0,160 139.8  。图 7a 中的灰线给出了此
时 ,4Bi 和 ,1i  ( 0,1i =  )与 0,1 间的运动关系。此时该
管子的构型变化过程 i～v 如图 7b 所示。构型 i 对
应管子中间层完全折叠状态，即 0,4 0B = ，构型 v 对
应管子最顶层完全展开状态，即 1,1 π = 。若取 5m = ，
由式(13)～(15)可求得 Waterbomb 折纸管的刚性折
叠范围变成 o o
0,160 131.1  ，此时 ,4Bi 和 ,1i
( 0,1, 2i = )与 0,1 间的运动关系如图 7a 中的黑线所
示。图 7c 给出了 5m = 时的管子构型图 I～V。构型
I 对应管子中间层完全折叠状态，即 0,4 0B = ，构型




影响已有层单元的运动。保持 n， 和  不变，该
管子刚性运动范围与层数m间的关系如图 8a 所示，
其中 m取从 3 到 15 的奇数。由图 8a 可以看出，当




图 7  6n = ， o45 = ， o40 = 的 Waterbomb 折纸管的运
动曲线及构型 
当 7m = ， o45 = ， o40 = 时，为使 Waterbomb
折纸管具有刚性径向收缩运动， 6n  。图 8b 给出
了此时该管子刚性运动范围与每层单元数 n间的关
系，其中 n取从 6 到 20 的整数。由图 8b 可以看出，
当 n 增大时，该管子具有刚性运动的 min 减小，而
max 增大，其刚性运动范围递增。 
若保持 6n = ， 7m = ， o40 = 不变，  取
o o20 70  ，该管子刚性运动范围与设计角度
间的关系如图 8c 所示。由图 8c 可以看出，当
o31.3  时，该管子的刚性运动范围递增。此时，
管子的最顶层发生物理干涉，如图中红线所示，发




当 o o31.3 44.5  时， min 不变， max 先减小后增
大，则该管子刚性运动范围也先减小后增大，且其
发生物理干涉的范围逐渐减少，直至 o37.3 = 时不
再存在物理干涉。进一步增大 ， min 先增大后减
小直至不变， max 先增大后减小，其刚性运动范围




图 8  几何参数对 Waterbomb 折纸管径向收缩运动的影响  
当 6n = ， 7m = ， o45 = 时，为使 Waterbomb
折纸管具有刚性径向收缩运动，设计角度  的取值
范围为 o o39 45.6  ，且其与管子刚性运动范围
的关系如图 8d 所示。由图 8d 可以看出，当
o o39 40.2  时， min 减小， max 增大，该管子刚











式(12e)～(12g)此时仍成立，其中 1, 2, ..., 1
2
m
i = − 。








机构 Bs0 和 Cs0 的运动相同，可知 
 0,1 1,4 =  (16a) 
 0,1 0,1 0,1B C  = =  (16b) 





c c 1 2( ) sAB C
r
a n
 = = −  (17) 
1 0
2 20,1
0 0,12 2 2
0,12 2 0
[cot ( )[cot cot( )]c
2
π


























将式(18)代入式(17)，可求得 0,4B 与 0,1 间的关系为 








2s [cot( ) cot ] c [c
2 2
2π
cot ( ) s tan ]
2
c c
[cot ( ) c ]
2
π
cot ( ) c2s [cot cot( )]s
2
2π





























  (19) 
将式 (16b)代入式 (6)，可得 0,1 及 0,4B 与 0,2B 及
0,3B 间的函数关系为 
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0,3 0,2 0,2 0,3
0,20,1
0,3
0,2 0,3 0,2 0,3
0,2
s (s c c s c )
c s s
tan
2 s [s( )s c c(
)s s c( )c c c ]
c [c( )s c s( )c ]
B B B B
B
B
B B B B
B
     
  
     
       







+ − + 
 
+ + + + 
 
  (20a) 





s( )(c s c s c )
c( )s s
tan
2 c [s( )c c c c(
)s c s( )s s ]
s [s( )s c c( )c ]





      
   
      
      
       
+ − 
 




+ + + 
 
+ + − + 
 
  (20b) 
消去式(20a)、(20b)中的 0,3B 项，可得 
0,2 0,2 0,26 5 4
1 2 3 7













+ + + =
 (21) 
式中， ( 1, 2, ..., 7)iU i = 为关于 0,1 与 0,4B 的函数，具
体有 
0,4 0,12 2





 = −  
0,1 0,42










{[16s2 s c( ) tan 11c
2
5c3 c(3 2 ) 7c( 2 )
10c( 2 )]tan 2s [5s2( )
2





    
    

    

   
= − + +
+ + + − −




16s s( )[3c( )
c( )]tan (tan 1)
2 2
B










4{[4s2 c( )s(2 ) tan
2
s2 s( 2 ) 2s2( )s( 2 )]tan
2
2s( 2 )[s2( ) s c ]tan
2




    

      

     
   
= − + +
− + − + −









    = + + +  
0,12
7
0,4 0,12 2 2 2
8c c( ){[s2( )s2 tan
2





     
 
  
= − + +
− + +
 























 0,5 0,3B B = ， 0,6 0,2B B = ； (22a) 












{(2c c2 )[s tan c (c
2
1)] 2c tan [s tan c (c
2 2






s tan c (c 1)
2

    
 
   











+ + − 
 
 












s (s c c2 s c )
c s2 s
tan
2 s (s s2 c c c2 )
c (c s2 c s s s
s c2 c c )
     
  
     
      










0,1 0,1C B = ， 0,2 0,6 0,2C C B  = = ，
0,3 0,5 0,3C C B  = = ， 
 0,4 0,4C B = ； (22c) 
1,1 0,4 = ， 1,2 1,6 0,5  = = ， 1,3 1,5 0,6  = = ， 












i  = 。这主要是因





过令式 (19)中的 0,4 0B  得到。另一方面，当














(c c tan s ) 2c tan [s
2 2
c tan (c 1)] (2c c2 )[s
2









    





− + − +
− + =
 
  (23) 
由式(12)可知， /2,5m 和 /2,4m 均是 0,1 的函数，故可
由式(23)求得 0,1max 。因此，Waterbomb 折纸管没有
干涉的刚性收缩运动范围为 0,1min 与 0,1max 间满足




i  = 的区间。 
因此，一旦Waterbomb折纸管的几何参数给定，
即可确定其发生刚性收缩运动时 0,1 的取值范围。
这一范围不仅与设计角度 和  有关，还与单元层
数 m和每层单元数 n相关。另一方面，我们也可以
通过令Waterbomb折纸管的运动学方程有解来获得
存在刚性收缩运动情况下几何参数 和  的范围。 
3  扭转运动  





图 10a 所示，此时 0,4 0B = ， 0 0Ar = ，Waterbomb 管
子处于刚性收缩运动的一个极限状态，中间层单元
做线面对称运动。当扭转运动开始时，球面六杆机
构 As0 做线对称运动，且 
 0,1 0,4 = ， 0,2 0,5 = ， 0,3 0,6 =  (24) 
将式(24)代入闭环方程式(1)中，可得 
 0,2 0,3 0,2 0,3
0,1 2
0,2 0,3 0,2 0,3
2
0,2 0,3
2c [s s s( )]
tan
(1 2c )c c s s
2c (c c ) c2
    

    





− + +  
 (25) 
将运动变量 0,i 与二面角 0,i 间的关系代入式(24)、
(25)中，可得中间层 Waterbomb 单元二面角间的关
系为 
0,2 0,3 0,2 0,3
0,1 2
0,2 0,3 0,2 0,3
2
0,2 0,3
2c [s s +s( )]
tan
(1 2c )c c s s
2c (c c ) c2
    

    





+ + +  
 (26a) 






 = ，如图 10b 所示，其中 E 和 E 分别
是折痕 0 1B C− 和 0 1B C−  的中点。以 A0为原点建立坐标
系，x轴沿 0A E 方向，z轴垂直于面 0EA E，y轴由
右手定则确定。过 E 和 E 点分别作 0 0A B 和 0 0A B的
垂线，垂足分别为 D 和 D点。再分别过 D 和 D点
在面 0 0 0A B C 和 0 0 0A B C 内作 0 0A B 和 0 0A B的垂线。由
于 Waterbomb 单元几何的对称性，这两垂线交于
0 0A C 折痕上的 F 点，即 0 0DF A B⊥ ， 0 0D F A B ⊥ 。
由此可知 
 0,2 FD E  =  ， 0,6 FDE =   (27) 
 





 = ，点 E 和 E  的坐标分别为
( ,  0,  0)a 和
2π 2π
( c ,  s ,  0)a a
n n
。假设点 0B ，D ，F ，
0B和 D的坐标分别为 0 0 0( ,  ,  )B B Bx y z ，( ,  ,  )D D Dx y z ，
( ,  ,  )F F Fx y z ， 0 0 0( ,  ,  )B B Bx y z   和 ( ,  ,  )D D Dx y z   ，可求
得以下矢量为 
( ,  ,  )D D Dx a y z= −ED ，
( ,  ,  )D F D F D Fx x y y z z= − − −FD ，
2π 2π
( c ,  s ,  )D D Dx a y a z
n n
  
  = − −E D ， 
 ( ,  ,  )D F D F D Fx x y y y z   = − − −FD  (28) 
因 为 0 0    sA D A D a = = ，  =  = cDE D E a   ，
2 =   = s / cDF D F a   ， 0 0 0 0 =  = / sA B A B a  ，
2 4
0 0 =  = 1 3s 3s / (s c )B F B F a     − + ，可知 
2 2 2 2 2sD D Dx y z a + + = ，
2 2 2 2 2sD D Dx y z a   + + = ， 
2 2 2 2 2( ) cD D Dx a y z a − + + = ， 
2 2 2 2 22π 2π( c ) ( s ) cD D Dx a y a z a
n n
  − + − + = ， 
2
2 2 2





+ + = ，
2
2 2 2





  + + =  (29a) 
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2 2sD F D F D Fx x y y z z a + + = ，
2 2sD F D F D Fx x y y z z a   + + = ， 
2
0 0 0B F B F B Fx x y y z z a+ + = ， 
2
0 0 0B F B F B Fx x y y z z a  + + =        (29b) 
此外，由于 0 0A E B E⊥ ， 0 0    c / sB E B E a   = = ，
可得 
 0Bx a= ， 0 0
2π 2π
c sB Bx y a
n n
 + =  (30) 





( s ) / cB By y a
n n
= −  (31) 
将式(30)、(31)代入式(29)中，可得 
 



















2π 2π 2π 2π
[(1 c ) s ] [(1 c ) s ]B F B Fy a y a y x
n n n n
 − − = − −  
  (32) 
联立式(29)～(32)并采用余弦定理，可知 
2




s (c c c 1 c ) / sFy a
n n n
  = − + −  
2 2 2










s [ s (c c 2c c c )
2π
(1 c )(c2 c c2 c 2c )]
2π 2π
(1 c )[(c2 c )(c c )
2π
2(1 c2 c )c c
2π









     





− + − 
 









 − + 
 
          (33) 
由于
0   = tanA F a ，我们可求得 0,2 和 0,6 间的关系
为 
  4 3 21 0,6 2 0,6 3 0,6 4 0,6 5+ 0V C V C V C V C V   + + + =  (34) 
其中， ( 1, 2, ..., 5)iV i = 为 0,2 的函数，具体有 
2 4




2s c [(1 c2 c )c 2c (1 c )]V
n n
    = − + −  




2 4 2 6 4
6 4 2
2π 2π
2s c (c 2s c 2c )c
2π 2π
4s c (1 c )(c 1 c2 c )c
2π 2π
+s (4c +1)c 2(6c 5c c2 )c





    
    
    
  
= − −
+ − + −
+ − −
− + − +
2 2 3 2 2 2
4 0,2
2 2 4 2
0,2




2s c (1 c2 c )c 4s c (c +1
2π 2π 2π
c2 c )(1 c )c +2[s (8c 1)c
2π
2(6c 7c 2c 1)c 4c +2c 3c
2π 2π






      
   
     
    
= − +
− − −
+ − + − − +
− − − +
2 4 4 2 4 3
5 0,2 0,2
2 4 2 6 4






s c c 4s c (1 c )c
2π 2π
[s (4c +1)c 2(6c c2 5c )c
8c +10c 3c 1]c 4s c [c2
2π 2π
(1 2c )c ](1 c )c 4s c (1
2π 2π






     
    
      
   
 
= + −
+ + − −
− − + +





因为 0,4 0B = ，机构 Bs0 的关节 4 固化，关节 3
和 5 合成一个关节，退化为一个球面四杆机构。其
几何参数为 0 012 41
B B    = = − − ， 0 023 34
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Waterbomb 折纸管扭转运动的触发条件为管子中间
层单元到达完全折叠构型。也就是说，当 0,4 0B 
时，球面机构 As0 不会产生扭转运动。 
图 11 给出了当 0,4 0B  时 Waterbomb 折纸管
中间层不完全折叠的情形，其坐标系的建立同图 10。



















图 11  0,4 0B  时发生扭转的 Waterbomb 折纸管中间层的
两个相邻单元 
由于面 0 0A E A  和面 0EA E 分别垂直于折痕
0 1B C−  与 z轴，则两个面间的夹角也为  ，故顶点 0A
和 0A 间的竖直距离为 
 0,4
0 0 0 0s 2 s s
2
B
A Az z A A a

  − = − = −  (37) 
如果 0,4 0B  ，则 0 0 0A Az z −  。根据公式(37)
中的递推公式可知，随着中间层单元数目的增加，
顶点 0A与面 0xA y 间的距离越来越大，使得扭转后
第 n个单元的顶点 1C− 与第 1 个单元的顶点 1C− 无法
重合，故中间层单元无法形成一个周向闭环。因此，
Waterbomb 折纸管能发生扭转运动的充要条件为中





 ，m和 n均相关。当 m为奇数时，其存在一个线
面对称的中间层，所以我们需检查其是否存在完全
折叠的构型，即需满足 0 0Ar = 且 0Air  。当 n 给定
时， 的范围由两个约束决定。当 增大时，图 9
中的 0C 和 1B− 逐渐靠近。因此，当折痕 0 0A C与 0 1A B−
重合时，  达到极限值，如图 12 所示，此时
0 0 π /EA C n = 。 
由于 2 2 20 s c s ( )
s s( )
a




















 =  (38) 
其中， 仅与 n相关。 
 
图 12  当 0 0A C与 0 1A B− 重合时 达到极限值，此时  随机




有关，还与  和m相关。 的最大值 max 是式(14)、
(38)解的较小值。因此，具有刚性扭转运动的
Waterbomb 折纸管 的取值范围为 max0    。 
当 确定时，中间层的相邻层 Waterbomb 单元
顶点 Ai的半径随着  的增加而减小。当所有顶点 Ai


















































因此， max 可由以下公式求得 
 
4 2 4 2 2 2
2 2 2
π π
c s ( ) tan 2c [c2 c ( )]tan
s ( ) 4c s 0
n n
      
   
+ + − +
+ + − =
 
  (40) 
此时，所有层都处于线面对称的完全折叠状态，这
意味着刚性扭转运动可以发生在任意层。当
max  时， 1 0Ar  ，1 层发生干涉，此时不存在刚
性扭转运动。当 max  时， 1 0Ar  ，刚性扭转运动
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的存在性由第(m‒1)/2 层上的球面机构 As[(m-1)/2]的完
全展开构型决定，即
( 1)/2,1 πm − = 。此时， 达到最
小值 min ，其值可由式(14)求得。 min 与 ，m和 n
均相关。因此，对于特定 的 Waterbomb 折纸管，
其 具 有 刚 性 扭 转 运 动 的  的 取 值 范 围 为
min max    。 
当 m为偶数时，除去 =0Air 的情形，Waterbomb
折纸管不存在线面对称的层，故不会发生刚性扭转
运动。 





0,2 0 = 或
o
0,3 0 = ，分别对应图 13 中的逆时针
扭转和顺时针扭转。 
 
图 13  扭转运动的两个极限状态 
将 o
0,3 0 = 代入式(34)中，可求得图 13b 中 0,2
的极限值为 
4 3 2
1 0,2 2 0,2 3 0,2 4 0,2 5+ 0W C W C W C W C W   + + + =  (41) 
其中， ( 1, 2, ..., 5)iW i = 为 和 n的函数，具体有 
2 4
1 s cW  =  
2 2 2 2
2
2π
2s c [(1 4c )c +1 2c ]W
n
   = − +  
6 4 2 2 6
3
4 2 6 4 2
2π
( 16c +24c 9c 1)c 2(12c
2π




   
    
= − − + +
− − − + +
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( 1)/2,1 πm − = 。通过求解公式(14)，可得
到此时 0,2 的解。将这些解与图 13 中的两个极限值
进行比较，即可确定 Waterbomb 折纸管发生刚性扭




动过程中，需始终满足条件 0Air  和 ,4 0Bi  。通过
求解运动方程组(26)，(34)，(35)和(12c)～(12g)，可
进一步确定没有干涉的 0,2 的取值范围。 
下面我们将讨论不同几何参数对Waterbomb折
纸管刚性扭转运动的影响。以 6n = ， o40 = 和
o40 = 的 Waterbomb 折纸管为例，其刚性扭转运
动范围与层数 m间的关系如图 14a 所示，其中 m为
从 3 到 13 的奇数。由图 14a 可以看出，当 m 增大
时， 0,2min 增大，而 0,2max 减小，则该管子刚性扭转
运动范围递减。当 13m  时，该管子第 6 层单元不
满足周向闭环条件，其不再具有刚性扭转运动。 
当 5m = ， o40 = ， o40 = 时，为使 Waterbomb
折纸管具有刚性扭转运动， 5n  。图 14b 给出了此
时该管子刚性扭转运动范围与每层单元数 n间的关





图 14  几何参数对 Waterbomb 折纸管扭转运动的影响 
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当 6n = ， 5m = ， o40 = 时，由式(38)可求得
具有刚性扭转运动的Waterbomb管子 取值范围为
o o25.7 49.1  ， 与该管子刚性扭转运动范围的
关系如图 14c 所示。由图 14c 可以看出，当





模式。当 o26.9  时，随着 的增大， 0,2min 先减
小后在 o35.7  时保持不变，而 0,2max 减小，其刚
性扭转运动范围先增大后减小，且发生物理干涉的
范围逐渐减少，直至 o37.3 = 时不再存在物理干涉。
在此过程中，Waterbomb 折纸管存在机构运动-结构
变形-机构运动相互转换的混合模式。 
当 6n = ， 5m = ， o40 = 时，由式(14)和(40)可
求得具有刚性扭转运动的Waterbomb折纸管的  的
取值范围为 o o35 42  ，且  与管子刚性扭转运
动范围的关系如图 14d 所示。由图 14d 可以看出，
随着  的增大， 0,2min 先减小后在
o39.4  时保持






动过程中， 0,4 0B = 始终成立，而 0,4C 始终大于 0。
以 5m = ， 6n = 的 Waterbomb 折纸管为例，我们讨
论 o1 40 = ，
o
2 45 = 和
o
3 50 = 这三种情形。通过
求解公式(40)，可知三种情况对应的  极限值分别
为 o1max 42.01 = ，
o
2max 45.59 = 和
o
3max 49.17 = ，
此时Waterbomb折纸管为所有层完全折叠的等直径
圆柱。 
取 o40 = ，图 15a 给出了三种不同  的
Waterbomb 折纸管二面角 ,4Bi ， ,4Ci 与 0,2 间的关系
曲线，其中实线、虚线和点划线分别表示 o1 40 = ，
o
2 45 = 和
o
3 50 = 的情形。从中可以看出 ,4 0Ci  ，
即其他层不存在刚性扭转运动。同时，在  给定的
情况下，刚性扭转运动的 0,2 的取值范围随着 的
增加而减小。 
保持 ，m和 n的值不变， 0,4C 的最小值随着
 的增加而减小。图 15b 分别给出了三种不同 值
下  取对应最大值的情况。此时，当 Waterbomb 折




图 15  三种不同 的 Waterbomb 折纸管的二面角 ,4Bi ，
,4Ci ( 0,1i = )与 0,2 间的关系曲线 
因此，当 和 n 的值给定时，公式(40)给出了
具有完全折叠的等直径构型的Waterbomb折纸管 
的取值。在此情形下，刚性扭转运动可以通过分岔
点由中间层转化到任意层。例如，当 3m = ， 6n =
且 o40 = 时，此分岔现象发生的条件为 o42.01 = 。
图 16 描述了此几何参数条件下的 Waterbomb 折纸
管的分岔运动及对应的 1 层二面角 1,4B 与 0,2 间的
关系曲线，其中实线、虚线和点划线分别对应路径
I、路径 II 和路径 III，即分岔发生在最顶层(1 层)、
中间层(0 层)和最底层(-1 层)的情形。 
 
图 16  具有完全折叠等直径构型的 Waterbomb 折纸管的分
岔 
如图 16 所示，构型 i，ii，iii，iv 和 v 对应路径
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I 下刚性扭转运动发生在顶层的情形，在构型 iii 的
位置，它既可以分岔到路径 II(刚性扭转运动发生在
中间层，运动构型分别为 vi，vii，iii，viii 和 ix)，
也可以分岔到路径 III(刚性扭转运动发生在最底层，
运动构型分别为 x，xi，iii，xii 和 xiii)。构型 iii 对
应 Waterbomb 折纸管的等直径完全折叠构型。 
综上所述，Waterbomb 折纸管的刚性径向收缩
和扭转运动过程中各二面角间的关系如表 1 所示。 
表 1  Waterbomb 折纸管刚性折叠运动的二面角 
二面角 
径向收缩运动 扭转运动 
m 为奇数 m 为偶数 m 只能为奇数 
0,1  输入 公式(26a) 
0,2  公式(12a) 0,3B  输入 
0,3  0,2  公式(22b) 0,6  
0,4  0,1  公式(22b) 0,1  
0,5  0,2  0,3  0,2  
0,6  0,2  0,3B  公式(34) 
0,1B  公式(12b) 0,1  公式(35) 
0,2B  公式(12b) 公式(21) 公式(35) 
0,3B  0,2  公式(22a) 0,6  
0,4B  公式(12b) 公式(19) 0 
0,5B  0,2  0,3B  0,2  
0,6B  0,2B  
0,1C  0,1  
0,2 0,6C C =  0,2B  
0,3 0,5C C =  公式(12c) 0,3B  公式(12c) 
0,4C  公式(12c) 0,4B  公式(12c) 
1,1  公式(12d) 0,4  公式(12d) 
1,2 1,6 =   公式(12d) 0,5  公式(12d) 
1,3 1,5 =   0,3C  0,6  0,3C  
1,4  0,1B  
,1Bi  公式(12e) 
,2 ,6Bi Bi =  公式(12e) 
,3 ,5Bi Bi =  ,6i  
,4Bi  ( 1),4C i −  
,1Ci  ,1i  
,2 ,6Ci Ci =  ,2Bi  
,3 ,5Ci Ci =   公式(12f) 
,4Ci  公式(12f) 
1,1i +  公式(12g) 
1,2 1,6i i + +=  公式(12g) 
1,3 1,5i i + +=  ,3Ci  
1,4i +  ,1Bi  
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